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Die  schiefe  axonometrische Projektion. 
von 
~[ermann  ILinlrolin. 
Bei axonometrischen Projektionen wird ein System 
von drei gleich langen von  einem Punlrt (Scheitel) aus- 
gehenden auf einander rechtwialrlig stehenden Strahlen 
(Axen) zu  Grund  gelegt.  'Nennen wir mit &einer ein 
solches System Drei  b e in, so ergeben sjch folgende 
drei Hauptaufgaben : 
1) Au3  der Lage  des  Dreibeins  gdgen  die  Pro- 
jelrtionsebene  und  aus  der  Projektionsriclitung  die 
Projelrtion  des  Dreikants  zu  bestimmen. 
2)  Aus  des  Projelrtion  des  Dreibeins  die  Lage 
desselben  gegen  die  Projelrtionsebene , seine Grösse 
und  die  Projelrtionsrichtiing zu  bestimmen. 
3)  Zu  rintersuchen ,  wie  viele  reelle ' ll~~eibeine 
einer beliebig  angenommenen Projektion  entsprechen. 
Indem  wir  uns  vorsetzen,  diese  drei Aufgaben 
zu  lösen,  behandeln wir  zunächst 
Aufgabe I. 
Aus  dor Lage  des Dreibeins  gegen die 
Projelitionsebene  und  aus der Projelrtions- 
riclitung  die  Projelrtion  des Dreibeins zu 
bestimmen. 
Es sei 'E die  Projektionsebene,  ABC0  das  Drei- 
bein,  SO die  Senkrechte auf  die  Ebene E  durch  den 
Scheitel  0 desselben,  Po die  Projelrtionsriclitung; 
ferner  sei  A'B'C'O'  die  Projektion  des Dreibeins  auf 
B.  Wir setzen folgende Bezeichnung fest: 
Die  Winlrel  der  Senkrechten SO  mit  den  Axen 
des  Dreibeins  seien' bezeichnet  n, p, V, die  Winkel 
der  Projektionsrichtung P0  mit  diesen  Axen  seien 
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L,  M,  N,  und  der  Winlrel  POS  sei  9;  die  Länge 
der  Axen  sei r.  Endlich  sollen  die  Projelrtionen  der 
Agen  bez.  die Langen  a,  b,  C  haben  und  unter  sich 
die  Winliel  a, P,  y  bilden. 
Zwischen  den  Grössen  L,  p,  V,  L,  M,  N, 9 
finden die  Bedingungsgleichungen statt, 
cos2  A + cos2  ,U +  COS~  Y =  1  (1 
cosz L  4-  cos2 M + cos2N 1  1  (2 
cos L cos A +  cos 171 cos ,U  +  cos N cos Y =  cOS  cp  (3 
Durch  die  genannten Winkel  und die Länge r ist 
nun  die  Projektion  des  Dreibeins,  d.  h.  die  Grösse 
von  U,  b, C,  a, B,  y  vollständig  bestimmt. 
S 
\ 
Wir  bestimmen  zuerst  die Projelctionen  a,  br  0 
der  Axen.  ziehen wir  Ofll parallel  O'c,  SO  ist aufl 360  Kinkclin,  die  scliiefe axonomelrischc  Projektion.  Kinkelin,  die schiefe ~xonomolrische  Projektion.  361 
b 
COS  11 -  cos cp cos N 
COS  ((P, N) =  sin  rp  sin N 
wobei (T,  N) den Winlrel bedeutet,  den die Ebene des 
Winkels cp mit der Ebenedes Winlrels Nbildet.  Ferner ist 
aus dem Dreikant SPC" 0,  weil L POC1' =  180 -  OCu  C, 
cotg  0C"C =  tg rp  bos  (cp,  N) =  cos  V -  cos  rp  cos N 
--W 
cos  cp  sin N 
Endlich ist im  Dreieclr  OCC",  weil L OCW  = N, 
r :  C = sin  0C"C :  sin N, 
woraus  man  vermittelst  der  Bestimmung  von  cotg 
OC~C  leicht findet 
2 cos N  cos V  c2=C  (i -  + +)  cos  cp  COS  Y, 
2 COS Y cos ,U  cbonso ist  b2 =  r2 (I - -- 
+ "s'P, 
cos  cp  c0s2rp  (4 
a2  =  r2 (1 -  2 cos L cos h + Y) 
COS  cp  CO5  rp 
Zur Bestimmung  der Winkel a, /I,  y  übergehend, 
benutzen wir folgenden als bekannt vorauszusetzenden 
Satz:  Wenn  eine  ebene Figur  F  auf  einer  zweiten 
Ebene in  P  projimirt  ist und  die Winkel,  welche  die 
Projektionsriclitung mit  den Normalen  auf  die Ebenen 
F  und  F  bezüglich  bildet,  sind  n  und  ni, so ist 
F :  17'  =  cos  n':  cos  n. 
Denken  wir  uns  nun  BC  und  B'C  gezogen,  so 
ist  das  Dreieclr  BIC'O'  die  Projelrtion  des  Dreiecks 
BCO  und  zwar  bildet  die  Normale  AO  mni  Dreieck 
B0  mit  der  Projektionsrichtung  den  Winkel  L  und 
die  Normale  SO  zum  Dreieclr  B'CIO'  bildet  mit  der 
Projektionsrichtung  den  Winkel 9.  Weil aber 
I  1  A  BCO  =  22,  A B'C'Oi  = -bc  sin  a, 
B 
so  folgt 
,.2  CO,  L  sin a =  bc cos cp 
r2  cos M  sin ß = -  ac  cos rp 
r2  CO,  N  sin  y = - 
ab  cos rp 
j 
I  Nimmt  man  hiezu  noch  die Relation 
1  a$ß+y=36Oo  (G 
I 
SO  sind  die  Winkel  a, P, y  vollständig bestimmt. 
i 
I  Aufgabe  11. 
! 
t'  Aus  der  Projektion  des   reibei ins  die 
I  Lage desselben gegen die Projelitionsebene, 
I  seine Grösse und  die Projelrtiorisrichtung zu 
1  bestimmen. 
!  Es handelt  sich  darum,  aus den Grössen a,  P, y, 
a, b,  C  die Grössen  r, <p,  L, M,  N, A, p, v  zu be- 
stimmen. 
Durch  Addiren  der  Gleichungeii  (4)  erhält  man 
mit  Beiaiehung von  (1) und  (3). 
I 
und  durch Qoadriren und Addiren der Gleichungen  (5) 
unter  ßenutaung  von  (2). 
I  Setzt man  der Kiirze  wegen  . . 
"(\ 
i 
A = a2  + 19 + c2  -1  (7 
B -  f  f(i2  Z sili2  a -i-  c2  a2  sin2 ß I- a2 b2 sin2 y 
I 
SO Iiet  man  also,  wenn  das  Zeiclien  von  B  einst- 
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falls  keine  Schwierigkeiten dar,  wenn  man  bemerkt, 
dass  der  Ausdruclr  r  cos  L  vaz -  rz  sinz L  die 
dritte Seite eines Dreiecks ist,  von  welchem  a und  r 
zwei Seiten  und  L  der  Gegenwinlrel  von  a ist. 
Man  soll  untersuchen,  wie viele  reelle 
Dreibeine einer beliebig angenommenen Pro- 
jektion entsprechen. 
Die Realität von r2 aus (8)  erfordert lediglich,  dass 
Ag  - 4  B2 2  0 
d. h.  es muss 
(d  +  b2 +  -  4 (b2 c2 sin2 a +  c2 a2 sin2 ß +  a2  62  sinz y) 2  0. 
Der  Ausdrucli  linlrerliand  ist  leiclit  auf  die  Form 
zu  bringen 
-I- b4 +  ci +  2 b2 c2  cos 2 U +  2 e2  a? cos 2 ß + 2 d b2  cos 2 
oder  weil  a  -I-  ß  + y = 3600  und  daher 
cOS  2 a =  GOS  2 ß cos 2  y -  sin 2  ß siil  2  y , 
(a2 + b2  cos 2  y + c2  cos 2  ß)2  -+  (b2  sin 2 y -  c2 sin 2 B\z  . ,  welches  in  der  Tliat  immer  gleich  oder  grösser als 
Null  ist.  Für  ersteres wird  erfordert,  dass 
az -t  b2 cos 2 y +  c2  cos,2 ß =  o  und b2  sin 2 y = 
sin 2 p.  d.  h.  dass  mit  3 Geraden,  welolie bezüglich  propor- 
tional mit  a2,  b2,  c2 sind,  ein Dreieclr Iroiistruirt wer- 
den  Irann,  dessen  Winliel  be~.  gleich  2 a -  1800, 
2 8 -  180°, 2 y -  1800 sind.  In diesem Fall ist also 
d.  h.  die  Projelitionsrichtung  ist  senkrecht zur  Pro- 
jektionsebene.  Man  hat  alsdann  die  gewöhnliche 
senlrrechte axonometriache Projektion. 
Aus  der Realität von  r2  folgt auch die von cos 9. 
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Damit  aber  9  reell  sei, muss  noch die Bedingung er- 
füllt  werden : 
r2  B  oder A - IA~  -  4 B2 S 2  B 
welches wieder  die  Bedingung A  =-  2 B gibt,  deren 
reelle  Existenz  eben  dargethan wurde. 
Der Werth von  cos  g,  in  (8) enthält die Wurzel- 
grösse B, welche sowolil positiv als negativ genommen 
werden Irann.  Iin  ersten Fall wird  g, < 900, im  zweiten 
> 900,  und  zwar  ergänzt der  stumpfe Werth  von  rp 
den  spitzen  zu  1800.  Dies  bedeutet  nichts  anderes, , 
als  dass  die  Projektionsrichtung  sowohl  gegen  die 
Ebene  hin  als  von  der Ebene  weg  gedacht  werden 
Irann.  Nennen  wir  erstere  Richtung,  welche  dem 
positiven  Werth  von  cos  <p  entspricht,  die positive, 
letztere  aber  die  negative. 
Dass ferner die Winkel L, M, Nimmer reell sind, 
geht aus den Bestimmungen (9) sogleich hervor, da dort 
der Nenner grösser als jeder Zähler ist.  Für den nega- 
tiven Werth von B, welcher  ebenfalls dem  negativen 
Werth  von  cos  entspricht,  erhält man auch  nega- 
tive Wertlie  von  cos  L, cos  M,  cos 8. Das  heisst: 
es gibt zwei verschiedeneDreibeine von gleicher Axen- 
länge, und  zwar haben dieselben resp. die gleiche Lage 
zur  positiven  und  siir  negativen  Projektionsrichtung 
Da  aber  irgend  eine Axe  des  einen  mit  der entspre- 
chenden  des  andem  die  gleiche Projelrtion  gibt und 
also  beide  in  einer  Ebene  durch  PO  liegen,  SO folgt, 
dass diese beiden Dreibeine symmetrisch sind mit Bezug 
auf eine  zur  Projelctionsriclitung senlrrechte Ebene. 
Das  nömliche  Resiiltat,  dass  es  nur  zwei  ver- 
schiedene reelle Dreibeine gibt, welche der Aufgabe 11 
genügen,  bieten  die  Gleichungen  (10).  Wir  werden 366  Kirikeliii,  die  schiefe  axonoinetrische  Projektion. 
iiäinlich alsbald zeigen,  dass die Vorzeichen der Wur- 
zelgrössen daselbst von einander abhaiigen in der Weise, 
dass,  wenn  eines willlriilirlich  angenommen wird,  die 
andern  beiden  dadurch  bestimmt  sind.  Man  hat  für  -  -.r 
cos  a  die  zwei 'Werthe 
COS rp 
Ces  2.  =  -(T  COS L +  Iaz -  r2  sin2 L), 
T 
cos cp  cos ;I F: -  (V cos L -  iu2 -  r2  sinz L). 
T 
Diese beiden Werthe entsprechen gerade den eben 
besprochenen  beiden Dreibeinen.  Denn  setzt man  im 
ersten -  cos  cp  für  cos  cp,  so  muss  auch -  cos  L 
fiir cos  L  gesetzt  werden,  und dann  wird  . 
COS rp  cos h =  -(r  cos L 2  In2 -  TZ sin2 L), 
T 
was mit  dem  zweiten Werth von cos 1  gleichlautend ist. 
Wir haben  also  unter allen Umständen nie  mehr 
als  zwei Dreibeine, welche  der gegebenen Projektion 
genügen,  auf  der  eiiien  Seite der Ebene,  und  diese 
liegen symmetrisch zu einer auf der Projelrtionsrichtung 
senkrechten Ebene.  Weil aber der Raum symmetrisch 
ist, so  muss  es auf der andern Seite der Projektions- 
ebene eben  so viele mit jenen  kongruente geben,  und 
zwar liegen diese und  ihre Projelrtionsrichtungen sym- 
metrisch  zu  den  beiden  ersten und deren Projehtions- 
richtungen,  mit  Bezug auf  die Projelrtionsebene selbst. 
Es bleibt uns der Nachweis,  dass die Werthe von 
cos L,  cos p, cos v stets reell und  1  sind.  Es wird 
siriz  L = 1 -  cos2 L .=I a2 (b2  'inz Y  -f-  c"inz  ß) 
B2 
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Dieser Ausdruclr ist stets positiv,  also cos 1  reell, 
ebenso cos  p, cos  V.  Wenn  ferner  die Bedingungs- 
gleichiing (I)  erfüllt ist,  so sind die Werthe von cos A, 
cos  y, cos  V kleiner  als  1.  Substituirt man  nun die- 
selben  aus  (10) in  diese Gleichung,  so erhält man  die 
Bedingung 
&CS  ~da2-r~sin~L~cs~~b~-r~sin~fil&cs~~-~~siii~~=0 
die  auch  so geschrieben werden  kann 
cos2L (a2 -  VZ sin2L) +  cos2M(b2-- rZsin2M) -  cos2N(cZ-  r2sin2N)  -- 
=  =F  2 cos  L  cos  M  f(az -  rz sinz  L) (bz -  r2  sinz  M), 
wo  rechterhand  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt, je  nachdem  I/az -  1.2  sinz L und  162 -  r2 sin2 M 
gleiches oder  ungleiches Vorzeichen  erhalten.  Diese 
Gleichung nimmt nach gehöriger Reduktion die Form an 
A =  4yA2 
worinAr=(a2f b2)cosy  +cacos(a-ß)+cosy)'A2-4Ba,  (11 
so dass also  die  Bedingungggleichung (1) unter  Vor- 
behalt  der  gehörigen Vorzeichen der  Warzelgrössen 
in  cos  L, tos  p, oos  v immer  erfüllt ist. 
Die  Grössen l/az -  rz  sin2 L  und  vbz -  rz  sinz M 
erhalten gleiche Vorzeichen,  wenn  A  positiv ist.  un- 
gleiche  hingegen,  wenn  A  negativ  ist.  Aehnliehes 
findet bezüglich  der  Grösse  ]I&--  TZ  sinz  N statt. 
Dass endlich auch die Gleichung (3) erfüllt ist, geht 
aus  der Substitution  der Werthe der genannten cos in 
diese Gleichung hervor, indem sich hiedurch wieder die 
nämliche soeben  aufgelöste Bedingung herausstellt. 